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Bilgisayar, 
Matematik 
ve Eğitim

Teorem kanıtlayan yazılımlar, 
matematik eğitiminde gerçekten 
şaşırtıcı gelişmelere yol açmıştır. 

Bu Hilbert'in bile tasavvur 
edemeyeceği bir aşamadır. 
Matematik öğrencileri bu 

programlama platformlarını 
anlamak ve kullanmak için ciddi 

programcılar olmak zorunda 
kalacaklardır. Lisans öğrencileri, 
matematik öğrenmek için teorem 

kanıtlayan programlama dillerini 
ve platformlarını kullansınlar 

veya kullanmasınlar, artık 
matematikteki araştırma 

çabalarının küçük bir 
parçasıdırlar.
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3 0 yıldır algoritmalar ve kodla-
ma platformları üzerine yoğun 
bir çabanın ardından nihayet 
sisin dağıldığını ve karmaşanın 
ortadan kalkıp ufkun aydınlan-

dığını görebiliyoruz. Meslekten olmayan 
terimlerle, bilgisayarların ve matematiğin 
ayrılmaz bir şekilde iç içe geçtiğini ve bir-
birlerinin ilerlemesini desteklediğini söyle-
yebiliriz. Başarı hikayeleri art arda geliyor 
ve bu iki alan tek bir noktada birleşiyor. 
Başlangıçta bilgisayarlar teoremleri kanıt-
lamak için kullanılıyordu şimdi ise bilgisa-
yarlar büyük miktarda veri içinde kalıpları 
araştırıyor ve bunları kanıtlanabilir teo-
remlere dönüştürüyor. Ancak, bilinmeyen 
sularda yol alıyoruz ve yolumuz kayalar ve 
tehlikeli fırtınalarla dolu. 

Ciddi sorunların üstesinden gelmek için 
yeterli yazılımlar henüz ortada yokken, 
hükümetler ve okul yöneticileri, eğitim 
krizini çözmek için bilgisayarları sınıflara 
yerleştirmeye başladılar [1]. Dünya çapın-
da öğretmenlere düşük maaşlar ödendi ve 
öğrenciler bilgisayarlı eğitime geçmek için 
temel gereksinimlerden yoksundu, ancak 
yararlı yazılımlar olmadan yüksek maliyet-
li donanım getirmek ne öğretmenlerin ne 
öğrencilerin ne de ailelerinin sormadığı so-
ruların cevabı gibi görünüyordu. (Resim 1)  

Öğretmenlerin donanımı kullanmaları bek-
leniyordu ama program dilinden anlamı-
yorlardı. Birkaç yıllık denemeden sonra, 
bilgisayarların eğitime uyarlanmasının güç 
olduğu en ateşli savunucular da dahil olmak 
üzere herkes için açıktı- en azından şimdilik.

Okullar kısa sürede geleneksel yöntem-
lere geri döndü ancak bu süreçte edinilen 
tecrübenin hepsi de heba olmadı. Bu tec-
rübeden kurs içeriklerini web üzerinden ve 
en önemlisi video aracılığıyla nasıl aktara-
cağımızı öğrendik. Bunlar, hızlı eğitim için 
ek yöntemler olarak daima var olacaklar. 
Akabinde yirmi yıl boyunca sınıflarda öğ-
retmenleri bilgisayarlarla desteklemek için 
birkaç girişim daha oldu. Bunların içinde 
en çok göze çarpan MOOC (Kitlesel Açık 
Çevrimiçi Kurslar) adı verilen girişimdir. 
(Şekil 1) Eğitimden ziyade ölçeklenebilirlik 
ve maddi kazanç için tasarlanan MOOC, 
birkaç yıl içinde mutlak bir başarısızlık-
la sonuçlandı. –Bununla birlikte bize bazı 
uygulanabilir modeller de bıraktı, örneğin 
kursların bir kısmını çevrimiçi açık öğre-
tim yönteminin kullanılabildiği bir ortama 
taşıdı.– En azından şimdilik, mobil cihazla-
rın ve internetin yaygınlaşması ve mekâna 
bağlı olmadan erişim rahatlığı sağlaması 
gibi etkenler nedeniyle sınıflarda bilgisayar 
konusunda ısrar edilmiyor.

Şekil 1Resim 1
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PROGRAMLAMA VE MATEMATİK

Sınıflardaki bilgisayarların, web ve video 
aracılığıyla çevrimiçi sunulduğu ve mevcut 
müfredatla entegre MOOC’un bir kombinas-
yonunun kullanılması dünyanın üzerinde 
uzlaştığı genel yaklaşımmış gibi görünüyor. 
Ancak, bu arada sessiz bir devrim yaşan-
makta. Otuz yıl boyunca matematik ve bil-
gisayar bilimleri eğitimi iç içe geçti. Zaten 
matematik bölümlerinde hesaplama teori-
si, algoritmalar ve hesaplanabilirlik üzeri-
ne dersler vardı. Ek olarak, matematikçiler 
programlama öğrenmeye ve çeşitli program-
lama platformlarında yetkinleşmeye, hatta 
cebirsel hesaplama için kendi programlama 
dillerini ve platformlarını geliştirmeye başla-
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ettiği ilk bilgisayar destekli kanıttı. Bazı 
şüpheleri ortadan kaldırmak için, bir grup 
matematikçi teoremin daha basit bir ver-
siyonunu ortaya koydu, 1997’de bilgisayar 
destekli araçlarla yine kanıtlandı. Dört renk-
li harita teoreminin üçüncü kanıtı 2005’te 
Georges Gonthier tarafından genel bir te-
orem kullanılarak geldi -Proving software 
kanıtlayan yazılım-. Bu tür yazılım paketleri 
2000 yılından beri matematikçi-bilgisayarcı 
bilim insanları tarafından oluşturulmuştur. 
İnsan-makine iş birliği bilgisayar destekli 
ispatların adımlarını otomatikleştirerek teo-
remleri kanıtlamak için çok faydalı sonuçlar 
ortaya koymaktadır. [3]

Yeni bir matematik geliştirmenin temel 
adımları tanım, problemin ifadesi ve ispattır. 
Üniversitede matematik okuyan bizler, en 
yaratıcı unsurlar olarak göründükleri için ge-
nellikle tanım ve problemin ifadesi boyutunu 
büyüleyici buluruz. Çoğumuzda matematiği 
dâhilerin işi olduğuna dair bir algı var ve yara-
tıcı çalışmalar tanım ve problem ifadelerinde 
çok daha belirgin. Öte yandan, her biri bir ön-

Otuz yıl boyunca matematik 
ve bilgisayar bilimleri eğitimi 
iç içe geçti. Zaten matematik 
bölümlerinde hesaplama 
teorisi, algoritmalar ve 
hesaplanabilirlik üzerine 
dersler vardı. Ek olarak, 
matematikçiler programlama 
öğrenmeye ve çeşitli 
programlama platformlarında 
yetkinleşmeye, hatta cebirsel 
hesaplama için kendi 
programlama dillerini ve 
platformlarını geliştirmeye 
başladılar.

Şekil 2

dılar. Maple, Mathematica, Octave, Sage 
gibi açık kaynak kodlu ve tescilli yazılımlar, 
hatalı el hesaplamalarından kurtulmak ve 
egzotik cebirsel yapılarda aritmetik yapmak 
için geliştirildi. Bu araçların Euler ve Ga-
uss’u kıskandıracağını hayal edebiliyorum! 
Bu imkanlara sahip olsalardı belki daha eg-
zotik özdeşlikler ve kanıtlar keşfederlerdi. 
Tarih kitaplarında Gauss’un bir dizi aritme-
tik hesaplama yapması için genç matema-
tikçiler tuttuğu ve ofisinde bunlardan daha 
genel kurallar ve ilişkiler tahmin etmelerini 
istediğini öğreniyoruz. Şimdi bir Python 
for-döngüsü aynı şeyi bir zamanın milyar-
da birinde yapabilir.

Bu yeni oyunun adı hesaplamalı ma-
tematiktir. Bunun tamamen matematik 
olduğunu söylemiyorum, çünkü o sadece 
bunun bir dalıdır, hatta sadece cebirin bir 
dalıdır. 1970’lerin başlarında, matematik-
çiler kombinatoryal yapıları denemek için 
bilgisayar gücünü (for-loop’un gücü) test 
etmeye başladılar. İlk atılım, herhangi bir 
düzlemsel haritanın bölgelerini renklen-
dirmek için daha fazla dört rengin gerekli 
olmadığını belirten dört renkli harita teo-
reminin kanıtıydı, böylece iki bitişik bölge-
nin aynı renge sahip olmadığı kanıtlandı. 
Kanıt, insanlar tarafından tespiti imkânsız 
tüm durumların kontrol edilmesini gerek-
tiriyordu. (Şekil 2) Bu, insan yeteneğiyle 
doğrulanamadığı için bazılarının şüphe 
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cekinin doğruluğuna bağlı, genellikle öner-
me dizileri olan ispatların mekanik yönleri 
hakkında çoğu zaman kafamız karışır. Bunlar 
pek çoğumuza, anlaşılmaz sembol dizileri 
gibi görünürler, örneğin Şekil 3’teki basit bir 
ispata bakınız. Bunlar matematiksel ifadeler-
den çok bilgisayar programlarına benzemi-
yor mu?

TEOREM KANITLAYAN PROGRAMLAR

Teoremleri ispatlarken, şu adımları izleyen 
bir “makine”ymişiz gibi çalışırız: P Doğruy-
sa ve P Q’yu ima ediyorsa, Q Doğru olma-
lıdır. Bu aksiyomatik yaklaşım, grup teorisi, 
lineer cebir ve gerçek analizde önemli bir 
rol oynar. Mantığın çıkarım kurallarına uyan 
programlar yazarak kendimizi ispat adımla-
rını takip eden makinelerle donatıyoruz. 

Yalın kod’un (Lean code) yanı sıra, çok 
derin matematik yapabilen ciddi teorem ka-
nıtlayan Coq ve Isabelle/HOL de platform-
ları da kullanılmaktadır. Bu paketler aynı 

bu programlama platformlarını anlamak ve 
kullanmak için ciddi programcılar olmak 
zorunda kalacaklardır. Yine de tecrübele-
rimiz, matematik öğrencilerinin yalnızca 
küçük bir alt kümesinin bu yolu izlediğini 
göstermektedir. Lisans öğrencileri, ciddi 
matematik öğrenmek için teorem kanıtla-
yan programlama dillerini ve platformlarını 
kullansınlar veya kullanmasınlar, artık ma-
tematikteki araştırma çabalarının küçük bir 
parçasıdırlar. Bu sistemlerde bir ispat yaz-
mak, insanların düşüncelerini netleştirme-
lerine yardımcı olur ve belki de onları daha 
iyi ve daha derin soyutlamalara yönlendirir.

Soyutlamalar ve teorem kanıtlama plat-
formları hakkında bazı uyarılar da yok de-
ğil. Bu sistemler tarafından üretilen ispat-
lar uzadıkça uzuyor ve takip edilmesi çok 
zorlaşıyor. Ürettikleri kanıtları doğrulamak 
için bu sistemleri kullanabilir miyiz? Görü-
nen o ki, Halting problemine benzer bir 
çelişkiye çok yakınız. Yakında bir bilgisaya-
rın insanların ilgilendiği bir varsayımın ka-
nıtını duyurduğu bir noktaya gelebiliriz ve 
eğer argüman yeterince derinse, o zaman 
bilgisayar argümanlarını insanların anla-
yabileceği bir dil kullanarak açıklayamaya-
bilir [4]. Herhangi bir insan bir bilgisayarın 
“bu kanıt, benim için anlamanı bekleyeme-
yeceğim kadar önemli” böbürlenmesinden 
hoşnut olur mu, emin değilim. [5]
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Genel algoritmalar ve teorem 
kanıtlayan yazılım Lean’den bazı 

örnekler [4]’tedir. Tipik bir Yalın kodu 
Şekil 4’te gösterilmektedir.

zamanda lisans matematik öğretimi için de 
yararlıdır. Bu yazılımlar, matematik eğiti-
minde gerçekten şaşırtıcı gelişmelere yol 
açmıştır. Bu Hilbert’in bile tasavvur edeme-
yeceği bir aşamadır. Matematik öğrencileri 




